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具有集间低相关性的完全互补码集构造法
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摘 要： 为解决传统互补序列集中序列数目受限的问题，近年来有学者提出集间低相关性完全互补码(CCC，

Complete Complementary Code)的概念. 集间低相关性的完全互补码具有良好的非周期自相关和互相关特性，作为多小

区多载波码分多址(MC‑CDMA, Multi‑Carrier Code Division Multiple Access)通信系统中的扩频码可有效消除小区内的干

扰，同时也可以抑制小区间的干扰. 该文提出两类具有集间低相关性的完全互补码集的构造方法，得到的序列集具有

以下特性：(1)每个码集都是一个参数为 (N,N,N )‑CCC的完全互补码集；(2)不同集合的互补序列具有低相关性. 将多个

完全互补码集合并，可以得到参数达到渐进最优的准互补序列集(QCSS, Quasi‑Complementary Sequence Set).
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Abstract： In order to solve the problem of the limited number of sequences in the traditional complementary se⁃
quence sets, some scholars have proposed the concept of complete complementary code sets(CCCs) with low inter-set cross-
correlation in recent years. Complete complementary code sets with low inter-set cross-correlation have perfect aperiodic au⁃
to-correlation and cross-correlation properties. As the spreading code in the multi-cell MC-CDMA communication system,
CCCs can effectively eliminate intra-cell interference and suppress inter-cell interference. Two constructions of complete
complementary code sets with low inter-set correlation are developed, and the resultant complementary sequence sets have
the following properties: (1) each set is a complete complementary code set with parameters (N,N,N )‑CCC; (2) complemen⁃
tary sequences from different sets have low correlation functions. Finally, an asymptotically optimal quasi-complementary
sequence set is obtained when these multiple complete complementary code sets are combined .
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1 引言

1951年，Golay提出了Golay互补对［1］的概念，即一

对序列的异相非周期自相关和为零 . Tseng和 Liu等人

将这一概念推广从而得到了互补序列的概念［2］. 随后

Suehiro和Hatori提出了相互正交的互补码集（MOCCS，

Mutually Orthogonal Complementary Code Set）［3］.
MOCCS因为其理想的相关性已经在雷达波形设计［4］，
信道估计［5，6］以及降低峰均功率比［7］等方面得到了广泛

的应用，并且在异步MC‑CDMA中可以在理论上完全消

除多径干扰（MPI，Multi‑Path Interference）和多址干扰
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（MAI，Multi‑Access Interference）. MOCCS‑MC‑CDMA
系统中每个互补序列都将分配给一个特定的用户，互

补序列的多个子序列对应调制到多个子载波信道上，

最后将时域信号叠加发射出去 . 由此可见，互补序列集

中序列数目决定了系统中用户数目的大小 . 然而，根据

理论界限可知，传统的MOCCS序列集中互补序列数目

不大于每条互补序列所包含的子序列数目［8］，这意味着

在时域扩频MC‑CDMA系统中，用户数目不大于子载波

数目 . 为增加集合中的互补序列数目，进一步扩展系统

用户数，学者们提出了低相关区互补序列集（LCZ‑CSS，
Low Correlation Zone Complementary Sequence Set）［9，10］

和零相关区互补序列集（ZCZ‑CSS，Zero Correlation
Zone Complementary Sequence Set）［11，13］. LCZ‑CSS相关

函数旁瓣值在零偏移附近一个区域内很低，当相关幅

度为零时，LCZ‑CSS就成为了ZCZ‑CSS.
2013年 Liu等人［14］提出了QCSS的概念，这种序列

集参数可以突破传统正交互补码集参数理论界限的限

制，具有更多的序列数目，因此在MC‑CDMA系统中可

以容纳更多的用户 . 目前大容量低相关的QCSS构造

研究还不完善，在已有文献中相关成果并不多 . 文献

［15］研究了非周期QCSS构造方法，利用有限域上的函

数构造了几类参数渐进最优的非周期 QCSS，达到了

［14］中提出的理论界 . 文献［16~19］分别提出了基于

差集和几乎差集以及基于有限域上的加法和乘法特性

等构造渐进最优和接近最优的周期QCSS方法 . 文献

［20］提出了基于 LC‑CSS构造非周期QCSS的方法 . 文

献［21］构造了多个序列长度为奇素数的 CCC集合，并

将多个CCC集组合从而生成渐进最优的非周期QCSS.
遗憾的是互补序列中子序列长度限制为奇素数 . 文献

［22］提出了一类具有集间低相关性的 CCC构造方法，

包含文献［21］方法作为特殊情况，并得到了子序列长

度为奇数的QCSS. 为了在多输入多输出（MIMO，Multi‑
ple Input Multiple Output）系统中实现天线间的正交性，

文献［23］提出了一类三维互补码，该类互补码实质上

属于具有良好组间性能的互补序列集 . 本文构造的多

个具有集间低相关性的CCC集可以作为三维互补码的

一个拓展，应用到MIMO系统中可以支持更多的用户 .
文献［24］提出了基于大容量准互补序列集的多载波码

分多址通信系统（QCSS‑MC‑CDMA），并且引入球形译

码算法进行解码，在瑞利选择性衰落信道模型下具有

良好的性能，比传统CCC‑MC‑CDMA系统可容纳更多的

通信用户 .
本文提出了两种具有集间低相关性多个CCC集的

构造方法 . 相比较于文献［21］，本文提出的两种方法互

补序列中子序列长度不限于奇素数，可以得到子序列

长度为奇合数的互补序列 . 作为文献［22］构造方法的

补充，本文提出的两种新的构造方法生成的多个 CCC
集应用在多个小区的MC‑CDMA通信系统中时，消除小

区内干扰的同时，抑制小区间干扰 . 并且将多个 CCC
集合并可以得到一个参数渐进几乎最优的非周期准互

补序列集，应用到QCSS‑MC‑CDMA系统中可以作为用

户扩频码来进行干扰抑制 .
2 基本概念

定 义 1 令 a = (a0，a1，…，aN - 1) 和 b = (b0，b1，
…，bN - 1为两个长度为N的复值序列，则 a，b间的非周

期相关函数定义如下：

R͂a，b (τ ) = {∑t = 0
N - 1 - τatb*t + τ， 0 ≤ τ ≤ N - 1

∑t = 0
N - 1 + τat - τb*t， - N + 1 ≤ τ < 0 （1）

其中 b*t 表示 bt的复共轭 . 当 a = b时，上述定义为非周

期自相关函数，当a ≠ b时定义为非周期互相关函数 .
定义集合 C = {C0，C1，…，CK - 1}包含 K个互补序

列，其中每个互补序列Ck都是由M个长度为N的子序

列组成，为了方便理解，本文依照文献［8］，将互补序列

表示为二维矩阵形式如下：
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⋮ ⋮ ⋱ ⋮

c(k，M - 1)0 c(k，M - 1)1 ⋯ c(k，M - 1)
N - 1

（2）

其中，每一个行向量C(k，m )，0 ≤ k ≤ K - 1，0 ≤ m ≤M - 1
表示互补序列Ck的第m个子序列 .

设 Ck1，Ck2 ∈ C，其中，0 ≤ k1，k2 ≤ K - 1. 互补序列

Ck1和Ck2间的非周期相关函数为其子序列非周期相关

和，其定义式如下：

R͂
C
k1，Ck2

(τ ) = ∑
m = 0

M - 1
R
∼

C
(k1，m )，C(k2，m ) (τ ) （3）

最大异相非周期自相关函数幅度值 δa和最大非周

期互相关函数幅度值 δc分别定义如下：

δa = max{| R͂Ck，Ck
(τ ) |：0 ≤ k ≤ K - 1，1 ≤ τ ≤ N - 1}

δc = max{| R͂C
k1，Ck2

(τ ) |：0 ≤ k1 ≠ k2 ≤ K - 1，0 ≤ τ ≤
N - 1}δmax = max { δa，δc}表示最大相关函数旁瓣幅

度值 .
下面给出准互补序列集的定义 .
定义 2 对于集合 C = {C0，C1，…，CK - 1}，若对于

0 ≤ τ ≤ N - 1，k1 ≠ k2 和 0 < τ ≤ N - 1，k1 = k2 有下面

式（4）成立 .
| R͂C

k1，Ck2
(τ ) | ≤ δmax （4）

2358



第 12 期 李玉博:具有集间低相关性的完全互补码集构造法

则可将序列集 C定义为 (K，M，N，δmax )‑QCSS，其
中 K表示互补序列数目，M表示每个互补序列子序

列数目，N表示子序列长度，特别地，当 K = M，δmax =
0 时 ，称 C 为 完 全 互 补 码 集 ，其参数可以表示为

(K，K，N )‑CCC.
本文为了评估QCSS相关性能的优劣，引理 1和引

理2引入了 δmax的相关下界 .
引理 1［25］ 对于一个参数为 (K，M，N，δmax )‑QCSS，

其相关函数旁瓣幅度值 δmax满足下式

δmax ≥ MN
( K
M
- 1)

K (2N - 1) - 1 （5）
针对 K ≥ 3M，M ≥ 2及 N ≥ 2的情况，文献［14］提

出了非周期QCSS参数更加紧密的相关下界，如以下引

理所示 .
引理 2［14］ 当 K ≥ 3M，M ≥ 2及 N ≥ 2时，非周期

(K，M，N，δmax )‑QCSS 相关函数旁瓣幅度值 δmax 满足

下式

δmax ≥ MN (1 - 2 M
3K ) （6）

本文中，若 δmax达到式（5）或式（6）的下界，则称该

QCSS的相关性是最优的，为了便于分析QCSS的相关

性能，定义最优因子 ρ如下：

当K ≥ 3M情况时最优因子 ρ定义为

ρ = δmax

(MN (1 - 2 M
3K )

（7）

当K < 3M情况时最优因子 ρ定义为

ρ = δmax

MN
( K
M
- 1)

K (2N - 1) - 1 )
（8）

最优因子 ρ ≥ 1，当QCSS的最优因子 ρ = 1时，称其

为最优的，当1 < ρ ≤ 2时，称其为近似最优的 .
3 集间低相关性完全互补码集的构造

本节提出了两种构造多个参数为 (N，N，N) ‑CCC完

全互补码集的方法，且都具有集间低相关性 .
3. 1 构造法1

令 p，q 为 任 意 两 个 奇 素 数 且 p < q，N =pq，
K = p - 1. ZN表示整数集合 { 0，1，…，N - 1}，ωN = e

2πj
N

表示单位圆N次复数根，j = -1为单位复根，定义N
个 互 补 序 列 Ck = {C(k，0)，C(k，1)，…，C(k，N - 1)}，
0 ≤ k ≤ K - 1，

C(k，m ) =
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c(k，m )0，0 c(k，m )0，1 ⋯ c(k，m )0，N - 1
c(k，m )1，0 c(k，m )0，1 ⋯ c(k，m )0，N - 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

c(k，m )N - 1，0 c(k，m )N - 1，1 ⋯ c(k，m )N - 1，N - 1

（9）

互补序列中的每个元素定义为

c(k，m )n，t = ωf (k，m )n ( t )
N （10）

其中，

f (k，m )n ( t ) = nξk ( t ) + mt (mod N ) （11）
ξk ( t ) = q (k + 1) t p

+ (k + 1) t
q

（12）
其中，0 ≤ n，m，t ≤ N - 1，(k + 1) t

p
表示 (k + 1) t模 p运

算的值 . ξk ( t )表示ZN上的置换集，满足在ZN上对于任

意参数 a ∈ ZN，c ∈ ZN \ { 0，1}，ξk ( t + a )= cξk ( t ) (mod N )
有唯一解 .

构造法 1给出了一种利用置换集 ξk ( t )构造K个具

有集间低相关性的完全互补码集的方法 . 构造法 1得
到的序列集性质由下面定理保证 .

定理 1 由上述构造法 1得到的互补序列集Ck，0 ≤
k ≤ K - 1，具有如下性质：

（1）每个序列集 Ck都是一个参数为 (N，N，N )‑CCC
的完全互补码集 .

（2）不同序列集间具有低相关性，即对于所有的

0 ≤ τ ≤ N - 1，k1 ≠ k2 ∈ ZK - 1 及 0 ≤ m1，m2 ≤ N-1，有

式（13）成立：

|∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n

(τ ) | ≤ N （13）
证 明 首 先 证 明 定 理 1 的 第 一 部 分 ，令

C(k，m1 )，C(k，m2 ) ∈ Ck，其中 0 ≤ k < K，0 ≤ m1，m2 ≤ N - 1，
C(k，m1 )和C(k，m2 )间的非周期相关计算如下：

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(τ )
=∑

n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
c(k，m1 )n，t ⋅ (c(k，m2 )n，t + τ )∗

=∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωf

(k，m1 )
n ( t )
N ⋅ ω-f (k，m2)n ( t + τ )

N

=∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωn ( ξk ( t ) - ξk ( t + τ ) ) + t (m1 - m2 ) - m2 ⋅ τ
N （14）

分以下四种情况分析：

（1）当m1 = m2，τ = 0时，显然有

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(0) = N 2 （15）
（2）当m1 = m2，1 ≤ τ ≤ N - 1时，在这种情况下

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(τ )
=∑

n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ω-m2 ⋅ τN ωn ( ξk ( t ) - ξk ( t + τ ) )

N
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= ω-m2 ⋅ τN ⋅ ∑
t = 0

N - 1 - τ∑
n = 0

N - 1
ωn ( ξk ( t ) - ξk ( t + τ ) )
N

= 0 （16）
在式（16）中，令 ξk ( t ) - ξk ( t + τ )

N
= c + qd

pq
，其

中 ，c = (k + 1) t
q
- (k + 1) ( t + τ )

q
，d = (k + 1) t

p
-

(k + 1) ( t + τ )
p
，若 c = 0，则 表 示 τ

q
= 0，然 而 在

τ
q
= 0时 d ≠ 0. 因此，对于任意 0 ≤ t ≤ N - 1，1 ≤

τ ≤ N - 1， ξk ( t ) - ξk ( t + τ )
N
≠ 0，因 此 ，等 式（16）

成立 .
（3） 当m1 ≠ m2，τ = 0时
∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(0) =∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωt (m1 - m2 )
N = 0 （17）

（4） 当m1 ≠ m2，1 ≤ τ ≤ N - 1时
∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(τ )=∑
t = 0

N - 1
ωt ⋅ (m1 - m2 ) - m2τ
N ⋅∑

n = 0

N - 1
ωn ⋅ ( ξk ( t ) - ξk ( t + τ ) )
N

= 0 （18）
由情况（2）分析，对于任意 0 ≤ t ≤ N - 1 - τ，1 ≤

τ ≤ N - 1， ξk ( t ) - ξk ( t + τ )
N
≠ 0，所 以 等 式（18）

成立 .
上述四种情况证明了由构造法 1构造每个序列集

Ck都是一个参数为(N，N，N) ‑CCC的完全互补码集 .
下面证明定理 1 的第二部分，令 C(k1，m1 ) ∈ Ck1，

C(k2，m2 ) ∈ Ck2，其中，k1 ≠ k2，0 ≤ m1，m2 ≤ N - 1，则计算

C(k1，m1 )和C(k2，m2 )间的非周期相关如下：

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n

(τ )
=∑

n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
c(k1，m1 )n，t ⋅ (c(k2，m2 )n，t + τ )∗

=∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωf

(k1，m1)
n ( t )
N ⋅ ω-f (k2，m2)n ( t + τ )

N

=∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ω
n ( ξk1 ( t ) - ξk2 ( t + τ ) ) + t (m1 - m2 ) - m2 ⋅ τ
N

= ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωt (m1 - m2 ) - m2τ
N ⋅∑

n = 0

N - 1
ω
n ( ξk1 ( t ) - ξk2 ( t + τ ) )
N （19）

令 t
q
= t1，t p

= t2，τ q
= τ1，τ p

= τ2， ξk1 ( t )
-ξk2 ( t + τ ) N

= c + qd
pq
，其 中 ，c = (k1 + 1) t1

q
-

(k2 + 1) ( t1 + τ1 ) q，d = (k1 + 1) t2
p
- (k2 + 1) ( t2 + τ2 )

p
.

（1） 因为 k1 - k2 q ≠ 0，对于 0 ≤ τ1 < q，存在一

个解 0 ≤ t1 < q，满足 c q = (k1 - k2 )t1 - (k2 + 1)τ1 q =
0，因此，对于 0 ≤ τ1 < q和 0 ≤ τ2 < p，存在一个解 0 ≤
t1 < q使得 c = 0.

（2） 因为 k1 - k2 q ≠ 0，对于 0 ≤ τ2 < p，存在一

个解 0 ≤ t2 < p，满足 d
p
= (k1 - k2 )t2 - (k2 + 1)τ2

p
=

0，因此，对于 0 ≤ τ1 < q和 0 ≤ τ2 < p，存在一个解 0 ≤
t2 < p使得d = 0.

结 合 以 上 两 种 情 况 讨 论 ，对 于 0 ≤ τ < N，0 ≤
k1 ≠ k2 < K， 存 在 一 个 解 0 ≤ t' < N， 满 足

ξk1 ( t') - ξk2 ( t' + τ ) N
= 0，当 t' ∉ ZN - τ 时 ，因 为

∑
n = 0

N - 1
ω
n ( ξk1 ( t ) - ξk2 ( t + τ ) )
N = 0，所以∑

n = 0

N - 1
R͂

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n

(τ ) = 0，当 t'
∈ ZN - τ时，则有

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n

(τ )
= ω-m2τN ⋅ [ ω(m1 - m2 ) ⋅ t'N ⋅ N + ∑

0 ≤ t ≤ N - 1 - τ，
t ≠ t'

ω(m1 - m2 ) ⋅ tN

⋅ ∑
0 ≤ n ≤ N - 1

ω
n ( ξk1 ( t ) - ξk2 ( t + τ ) )
N ]

= ω-m2τ + (m1 - m2 )t'N ⋅ N （20）
对于任意 0 ≤ τ < N，k1 ≠ k2，及 0 ≤m1，m2 ≤ N - 1，

有|∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n

(τ ) | ≤ N. 因此，定理1成立 .
3. 2 构造法2

令 p，q 为 任 意 两 个 奇 素 数 且 p ≤ q，1 < u <p，
N = pq，K = p - 1. ZN 表示整数集合 { 0，1，…，N - 1}，
ωN = e2πjN 表示单位圆N次复数根，j = -1为单位复根，

定义 N个互补序列集 Ck = {C(k，0)，C(k，1)，…，C(k，N - 1)}，0 ≤
k ≤ K - 1，

C(k，m ) =
é

ë

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
ú
úú
ú

ú
C k，m0
C k，m1
⋮

C k，m
N - 1

=
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

c(k，m )0，0 c(k，m )0，1 ⋯ c(k，m )0，N - 1
c(k，m )1，0 c(k，m )0，1 ⋯ c(k，m )0，N - 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

c(k，m )N - 1，0 c(k，m )N - 1，1 ⋯ c(k，m )N - 1，N - 1

（21）

互补序列中的每个元素定义为

c(k，m )n，t = ωf (k，m )n ( t )
N （22）

f (k，m )n ( t ) = nξk ( t ) + mt (mod N ) （23）
ξk ( t ) = (k + 1) ( t q

+ uq ê
ë
ê
ú
û
útq ) （24）

其中，0 ≤ n，m，t ≤ N - 1，1 < u < p，t
q
表示 t模 q运算

的值，ê
ë
ê
ú
û
útq 表示 t

q向下取整的值 . ξk ( t )表示ZN上的置换

集，满足在 ZN 上对于任意参数 a ∈ ZN，c ∈ ZN \ { 0，1}，
ξk ( t + a ) = cξk ( t ) (mod N )有唯一解 .

与构造法 1不同的是，式（24）所示的置换集 ξk ( t )
允许奇素数 p和 q相等，因此构造法 2构造的 K个完全

互补码集具有新的参数 . 其性质及证明过程如定理 2
所示 .

定理 2 由上述构造法 2得到的互补序列集Ck，0 ≤
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k ≤ K - 1，具有如下性质：

（1）每个序列集 Ck 都是一个参数为 (N，N，N ) -
CCC的完全互补码集 .

（2）不同序列集具有低相关性，对于所有的 0 ≤ τ ≤
N - 1，k1 ≠ k2 ∈ ZK - 1 及 0 ≤ m1，m2 ≤ N - 1，有式（25）
成立：

|∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n

(τ ) | ≤ N （25）
证明 首先证明定理2的第一部分，令C(k，m1 )，

C(k，m2 ) ∈ Ck，其中0 ≤ k ≤ K - 1，0 ≤ m1，m2 ≤ N - 1，
C(k，m1 )和C(k，m2 )间的非周期相关计算如下：

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(τ )
=∑

n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
c(k，m1 )n，t ⋅ (c(k，m2 )n，t + τ )∗

=∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωf

(k，m1)
n ( t )
N ⋅ ω-f (k，m2)n ( t + τ )

N

=∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωn ( ξk ( t ) - ξk ( t + τ ) ) + t (m1 - m2 ) - m2 ⋅ τ
N

（26）
分以下四种情况分析：

（1）当m1 = m2，τ = 0时，显然有

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(0) = N 2 （27）
（2）当m1 = m2，1 ≤ τ ≤ N - 1时，在这种情况下

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(τ )
=∑

n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ω-m2 ⋅ τN ωn ( ξk ( t ) - ξk ( t + τ ) )

N

= ω-m2 ⋅ τN ⋅ ∑
t = 0

N - 1 - τ∑
n = 0

N - 1
ωn ( ξk ( t ) - ξk ( t + τ ) )
N

= 0 （28）
在式（28）中令 ξk ( t ) - ξk ( t + τ )

N
= (c + u ⋅ qd )其

中 c = t
q
- t + τ

q
，d = ê

ë
ê
ú
û
útq - ê

ë
ê

ú
û
út + τ

q
p

，若 d = ê
ë
ê
ú
û
útq -

ê
ë
ê

ú
û
út + τ

q
p

= 0，则表示 0 < τ < q，然而当 0 < τ < q时
c = t

q
- t + τ q ≠ 0. 因 此 对 于 任 意

0 ≤ t ≤ N - 1 - τ，1 ≤ τ ≤ N - 1，ξk ( t ) - ξk ( t + τ )
N
≠ 0

等式（28）成立 .
（3）当m1 ≠ m2，τ = 0时
∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(0) =∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωt (m1 - m2 )
N = 0

（29）
（4）当m1 ≠ m2，1 ≤ τ ≤ N - 1时

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k，m1)
n ，C

(k，m2)
n

(τ )=∑
t = 0

N - 1
ωt ⋅ (m1 - m2 ) - m2τ
N ⋅∑

n = 0

N - 1
ωn ⋅ ( ξk ( t ) - ξk ( t + τ ) )
N

= 0 （30）
由情况（2）分析，对于任意 0 ≤ t ≤ N - 1 - τ，1 ≤

τ ≤ N - 1， ξk ( t ) - ξk ( t + τ )
N
≠ 0，所 以 等 式（30）

成立 .
上述四种情况证明了由构造法 2构造每个序列集

Ck都是一个参数为(N，N，N) ‑CCC的完全互补码集 .
下面证明定理 2 的第二部分，令 C(k1，m1 ) ∈ Ck1，

C(k2，m2 ) ∈ Ck2，其中，k1 ≠ k2，0 ≤ m1，m2 ≤ N - 1，则计算

C(k1，m1 )和C(k2，m2 )间的非周期相关如下：

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n

(τ )
=∑

n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
c(k1，m1 )n，t ⋅ (c(k2，m2 )n，t + τ )∗

=∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωf

(k1，m1)
n ( t )
N ⋅ ω-f (k2，m2)n ( t + τ )

N

=∑
n = 0

N - 1 ∑
t = 0

N - 1 - τ
ω
n ( ξk1 ( t ) - ξk2 ( t + τ ) ) + t (m1 - m2 ) - m2 ⋅ τ
N

= ∑
t = 0

N - 1 - τ
ωt (m1 - m2 ) - m2τ
N ⋅∑

n = 0

N - 1
ω
n ( ξk1 ( t ) - ξk2 ( t + τ ) )
N

（31）
令 t q = t1，ê

ë
ê
ú
û
útq = t2， τ

q
= τ1，ê

ë
ê
ú
û
úτq = τ2，ε = êëê

ú
û
ú

t1 + τ1
q ，

有 ξk1 ( t ) - ξk2 ( t + τ ) N
= c + uqd

pq
，其 中 ，c = (k1 +

1) t1 - (k2 + 1) t1 + τ1 q
，d = (k1 + 1) t2 - (k2 + 1) t2 + τ2

+ε p.
（1）因为 k1 - k2

q
≠ 0，对于 0 ≤ τ1 < q，存在一个

解 0 ≤ t1 < q，满足 c q = (k1 - k2 )t1 - (k2 + 1)τ1 q = 0，
因 此 ，对 于 0 ≤ τ1 < q 和 0 ≤ τ2 < p，其 中 ，0 < k1 +
1，k2 + 1 < p，存在一个解0 ≤ t1 < q使得 c = 0.

（2）因为 k1 - k2 p ≠ 0，对于0 ≤ τ2 < p，存在一个解

0 ≤ t2 < p，满足 d
p
= (k1 - k2 )t2 - (k2 + 1) (τ2 + ε ) p

= 0，因此，对于 0 ≤ τ1 < q和 0 ≤ τ2 < p，其中 0 < k1 +
1，k2 + 1 < p，存在一个解 0 ≤ t2 < p使得 d = 0.

结 合 以 上 两 种 情 况 讨 论 ，对 于 0 ≤ τ < N，0 ≤
k1 ≠ k2 < K， 存 在 一 个 解 0 ≤ t' < N 满 足

ξk1 ( t') - ξk2 ( t' + τ ) N
= 0. 当 t' ∉ ZN - τ 时 ，因 为

∑
n = 0

N - 1
ω
n ( ξk1 ( t ) - ξk2 ( t + τ ) )
N = 0，所以有∑

n = 0

N - 1
R
∼

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n

(τ ) = 0，当
t' ∈ ZN - τ时，则有

∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n (τ )
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= ω-m2τN ⋅ [ ω(m1 - m2 ) ⋅ t'N ⋅ N + ∑
0 ≤ t ≤ N - 1 - τ，
t ≠ t'

ω(m1 - m2 ) ⋅ tN

⋅ ∑
0 ≤ n ≤ N - 1

ω
n ( ξk1 ( t ) - ξk2 ( t + τ ) )
N ]

= ω-m2τ + (m1 - m2 )t'N ⋅ N （32）
因此，对于任意 0 ≤ τ < N，k1 ≠ k2，及 0 ≤m1，m2 ≤

N - 1，有|∑
n = 0

N - 1
R͂

C
(k1，m1)
n ，C

(k2，m2)
n

(τ ) | ≤ N. 因此，定理2成立 .
为了验证定理 1和定理 2的结果，下面给出一个构

造法2的实例 .
例 1 令 p = 3，q = 3，u = 2，则 N = 9，K = 2，根据

构 造 法 2，可 求 得 ξ0 = (0，1，2，6，7，8，3，4，5)，ξ1 =
(0，2，4，3，5，7，6，8，1). 可以得到 2个 (9，9，9)‑CCC，Ck1，
Ck2. 本例列出两个 CCC的第一个互补序列，矩阵中每

个元素表示ω9的幂次 .

C(0，0) =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 6 7 8 3 4 5
0 2 4 3 5 7 6 8 1
0 3 6 0 3 6 0 3 6
0 4 8 6 1 5 3 7 2
0 5 1 3 8 4 6 2 7
0 6 3 0 6 3 0 6 3
0 7 5 6 4 2 3 1 8
0 8 7 3 2 1 6 5 4

C(1，0) =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 4 3 5 7 6 8 1
0 4 8 6 1 5 3 7 2
0 6 3 0 6 3 0 6 3
0 8 7 3 2 1 6 5 4
0 1 2 6 7 8 3 4 5
0 3 6 0 3 6 0 3 6
0 5 1 3 8 4 6 2 7
0 7 5 6 4 2 3 1 8

互补序列C(0，0)和C(1，0)相关函数幅值如上图所示，

通过图 1和图 2容易验证出互补序列集C0中的非零时

移自相关和及互相关和都为零，满足定理 2序列集 C0

是一个参数为 (9，9，9) ‑CCC的完全互补码集的性质 .
通过图 3，可以验证出对于任意 0 ≤ τ < N，k1 ≠ k2，及
0 ≤ m1，m2 ≤ N - 1，C(k1，m1 )，C(k2，m2 )间非周期相关函数幅

度值小于等于9，即小于等于互补序列中子序列长度9.
文献［26］提出了基于三维互补码的MIMO通信系

统 . 考虑到MIMO系统的空-时-频三维资源的特性，本

节提出的具有集间低相关性的多个CCC集可以作为三

维互补码的推广，应用到MIMO系统时将每个 CCC集

分配给一个多天线用户，其中每个 CCC集中完全互补

码数目对应所支持的发送天线数目，可以有效抵抗多

径干扰，抑制多址干扰，实现同一用户不同天线发送的

数据间的正交性 .
4 构造渐进最优的QCSS

本节利用第 3节提出两种构造多个CCC集的方法

及其集间低相关性质构造出了渐进最优和接近最优的

QCSS，具体的构造方法如以下定理所示 .
定理 3 令 C = C0 ∪ C1 ∪ ⋯Cp - 2，其中互补序列

集Ck，0 ≤ k ≤ p - 2，是由构造法 1或构造法 2构造而成

的 CCC，则序列集 C是渐进或近似最优非周期 ( ( p -
1)N，N，N )‑QCSS.

证明 由定理 1和定理 2可知，Ck，0 ≤ k ≤p - 2，是
含有N个互补序列的CCC，其集内互相关幅度为零 . 任

意两个不同的 CCCCk1和 Ck2的集间互相关幅度小于等

于N，其中 0 ≤ k1 ≠ k2 ≤ K -1. 因此显然可以推断出 C
是一个参数为 (K，M，N，δmax )‑QCSS的非周期准互补序

列集，其中K = ( p - 1) pq，M = pq，N = pq，δmax = N.
推论 1 由定理 3构造的非周期准互补序列集

(K，M，N，δmax )‑QCSS，当K < 3M时，也就是针对构造法 1
和构造法 2中 p = 3的情况，根据引理 1所述的理论界，

准 互 补 序 列 集 是 近 似 最 优 的 ，且 其 参 数 为

(2pq，pq，pq，pq )‑QCSS.
证 明 由 引 理 1，因 为 K < 3M，因 此

(K，M，N，δmax )‑QCSS的最优因子为
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图1 C(0,0)的非周期自相关幅值 图2 C(0,0)和C(0,1)的非周期互相关幅值 图3 C(0,0)和C(1,0)的非周期互相关幅值
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ρ = pq

( pq )2
( 2pq
pq

- 1)
2pq (2pq - 1) - 1

（33）

当 p = 3，q趋于无穷时，可以得到

lim
q → +∞ ρ = lim

q → +∞
1
( pq )2

4 ( pq )2 - 2pq - 1
= lim

q → +∞
1
1

4 - 2
pq
- 1
( pq )2

= 2 （34）
根据推论 1，列写出近似最优的非周期QCSS各项

参数如表1所示 .

推论2 由定理3构造的参数为 (K，M，N，δmax)‑QCSS
的非周期准互补序列集当K ≥ 3M时，根据引理2所述的

理论界，准互补序列集是渐进最优的，其参数为 ( ( p -
1) pq，pq，pq，pq )‑QCSS.

证明 证明方法类似推论 1，由引理 2，因为 K ≥
3M，因此 (K，M，N，δmax )‑QCSS的最优因子为

ρ = pq

( pq )2 (1 - 2 pq3pq ( p - 1) )
（35）

当 p趋近于无穷时，可求得最优因子 ρ为

lim
p → +∞ ρ = lim

p → +∞
pq

( pq )2 (1 - 2 pq3pq ( p - 1) )
= lim

p → +∞
1

(1 - 2 13( p - 1) )
= 1 （36）

根据推论 2，列写出渐进最优的非周期QCSS各项

参数如表2所示 .

表 3比较了目前已有的几类非周期QCSS的构造方

法的参数从表 3可知，本文提出了两类准互补序列集的

新的构造方法，并且参数达到渐进最优 .

5 结束语

本文提出了两类具有集间低相关性质的CCC集构

造方法，在应用到多小区MC-CDMA通信系统中时可有

效消除小区内的干扰，同时抑制小区间的干扰 . 作为三

维互补码的推广，在面向多用户的MIMO系统中也可发

挥着重要作用 . 将多个互补码集合并则可得到参数达

表1 近似最优QCSSs的参数

p q值
p=3 q=3
p=3 q=5
p=3 q=7
p=3 q=11
p=3 q=17
p=3 q=19
p=3 q=23
p=3 q=27
p=3 q=137
p=3 q=1999
p=3 q=3343

K

18
30
42
66
102
114
138
582
822
11994
20058

M

9
15
21
33
51
57
69
291
411
5997
10029

N

9
15
21
33
51
57
69
291
411
5997
10029

ρ

1. 9405
1. 9653
1. 9755
1. 9846
1. 9901
1. 9911
1. 9927
1. 9983
1. 9988
1. 9999
2. 0000

表2 渐进最优QCSSs的参数

p q值
p=5 q=5
p=5 q=7
p=7 q=7
p=7 q=11
p=11 q=13
p=13 q=13
p=13 q=17
p=19 q=23
p=79 q=83
p=101 q=103
p=157 q=163

K

30
42
66
78
102
114
2652
7866
511446
1040300
3992196

M

15
21
33
39
51
57
221
437
6557
10403
25591

N

15
21
33
39
51
57
221
437
6557
10403
25591

ρ

1. 5382
1. 5382
1. 3754
1. 3754
1. 2551
1. 2247
1. 2247
1. 1722
1. 0726
1. 0633
1. 0497

表3 几类非周期QCSS构造

构造方法

文献［20］定理1
文献［20］定理3

文献［21］

文献［22］

本文定理1
本文定理2

K
q (q + 1)
q2

p ( p - 1)

N ( p0 - 1)

( p - 1) pq
( p - 1) pq

M
q

q

p

N

pq

pq

N
q

q - 1
p

N

pq

pq

δmax
q

q

p

N

pq

pq

字符集

Zq

Zq

Zp

ZN

Zpq

Zpq

参数限制

q是素数的幂次

q ≥ 5是素数的幂次

p是奇素数

N ≥ 3为奇数，N = pe00 pe11⋯pen - 1n - 1 ，
其中 p0 < p1 < ⋯ < pn - 1，

为N的素因子

p，q为奇素数且 p < q
p，q为奇素数且 p ≤ q

2363



电 子 学 报 2021年

到渐进最优的非周期QCSS. 该类QCSS中序列数目突

破了传统正交互补序列集参数理论界限，在支持海量

用户同时入网的场景下的MC‑CDMA系统中具有较大

的应用潜力，也为后续开展应用研究提供理论依据 .
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